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Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2021/22 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 7-8 êëàññîâ

Çàäà÷à 1. Òðè äðóãà-øòàíãèñòà À, Á è Â ïðèåõàëè íà ñîðåâíîâàíèÿ. Îíè âñå ñîðåâíîâàëèñü
â îäíîé âåñîâîé êàòåãîðèè, è îäèí èç íèõ ñòàë ïîáåäèòåëåì. Åñëè âåñ, ïîäíÿòûé øòàíãèñòîì
À, ñëîæèòü ñ âåñîì, ïîäíÿòûì øòàíãèñòîì Á, ïîëó÷èòñÿ 220 êã, åñëè ñëîæèòü âåñà, ïîäíÿòûå
øòàíãèñòàìè À è Â, òî ïîëó÷èòñÿ 240 êã, à åñëè ñëîæèòü âåñà, ïîäíÿòûå øòàíãèñòàìè Á è Â,
òî ïîëó÷èòñÿ 250 êã. Êàêîé âåñ ïîäíÿë ïîáåäèòåëü ñîðåâíîâàíèé?

Îòâåò: 135.
Ðåøåíèå. Ñóììà òðåõ âåñîâ ðàâíà (220 + 240 + 250)/2 = 355. Ïîýòîìó Â ïîäíÿë 355 � 220

= 135, Á ïîäíÿë 355 � 240 = 115, À ïîäíÿë 355 � 250 = 105. Ïîáåäèë Â = 135.

Çàäà÷à 2. Ñêîëüêî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ èìååò óðàâíåíèå
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Îòâåò: 53.
Ðåøåíèå. Èçáàâëÿÿñü îò çíàìåíàòåëåé, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(x− 2022)(y − 2022) = 20222.

Ïîñêîëüêó 20222 = 22 · 32 · 3372, òî ÷èñëî x− 2022 ìîæåò èìåòü ìíîæèòåëü 20, 21, 22 � âñåãî òðè
âàðèàíòà. Àíàëîãè÷íî ñ îñòàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè. Ó ÷èñëà x − 2022 ïîëó÷àåòñÿ 3 · 3 · 3 = 27
âîçìîæíûõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé, òî åñòü 54 öåëûõ çíà÷åíèÿ. Ïðàâäà, îäíîìó èç íèõ ñîîòâåò-
ñòâóåò x = 0, êîòîðûé èñõîäíîìó óðàâíåíèþ íå óäîâëåòâîðÿåò. Ñëåäîâàòåëüíî, êîðíåé 53 (ïðè
êàæäîì ïîäõîäÿùåì çíà÷åíèè x èìååì y = 20222

x−2022
+ 2022 � öåëîå ÷èñëî).

Çàäà÷à 3. Ìîæíî ëè íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæèòü ÷åòûðå îäèíàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêà, ÷òîáû
íè îäíà âåðøèíà íå áûëà îáùåé äëÿ âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íî ó ëþáûõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
áûëà ðîâíî îäíà îáùàÿ âåðøèíà? (Ïðÿìîóãîëüíèêè ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ äðóã íà äðóãà.)

Îòâåò: Äà.
Ðåøåíèå. Ñì. ÷åðò¼æ.

Âîçìîæíû è äðóãèå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 4. Äëÿ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë x1, x2, x3, . . . ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ
n ≥ 4 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå xn = xn−1 ·xn−3. Èçâåñòíî, ÷òî x1 = 1, x2 = 1, x3 = −1. Íàéäèòå
x2022.



Îòâåò: 1.
Ðåøåíèå. Âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ìîäóëþ ðàâíû 1. Îòìåòèì ïîëîæèòåëüíûå

ïëþñîì, à îòðèöàòåëüíûå � ìèíóñîì. Âûïèøåì íà÷àëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

[+ +−−−+−] + +−−−+−++ . . .

Âèäíî, ÷òî òðè ñòîÿùèõ ïîäðÿä ÷ëåíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò òî, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò
âûãëÿäåòü äàëüøå. Çíà÷èò, åñëè ìû ñíîâà óâèäèì ++−, êàê â íà÷àëå, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íà÷í¼ò ïîâòîðÿòüñÿ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïåðèîä ðàâåí ñåìè, çíà÷èò íà 2022 ìåñòå ñòîèò òî æå, ÷òî
è íà øåñòîì (2022 = 6 (mod 7)) .

Çàäà÷à 5. Èç öèôð a, b, c, d, e ñîñòàâëåíî ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî abcde. Ïðî äâóçíà÷íûå ÷èñëà
ab, bc, cd, de, ñîñòàâëåííûå èç òåõ æå öèôð, èçâåñòíî, ÷òî

(ab+ bc)(bc+ cd)(cd+ de) = 157605.

Íàéäèòå ÷èñëî abcde. Ìíîãîçíà÷íûå ÷èñëà íå ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ.

Îòâåò: 12345 èëè 21436.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 157605 = 3 ·5 ·7 ·19 ·79. Äëÿ íà÷àëà íóæíî ïîíÿòü, êàêèå ñî÷åòàíèÿ

ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé ñîîòâåòñòâóþò ñóììàì äâóçíà÷íûõ ÷èñåë. Ñóììà äâóçíà÷íûõ ÷èñåë íå
ìîæåò áûòü áîëåå 99+99=198, à óæå 79 · 3 áîëüøå 200, ïîýòîìó êàêàÿ-òî èç ñêîáîê ðàâíà 79.
Êàê ìîãóò áûòü ðàñïðåäåëåíû îñòàâøèåñÿ ìíîæèòåëè? 79(19·5)(3·7); 79(19·7)(3·5); 79(3·19)(5·7);
79(19)(3 · 5 · 7). Äðóãèõ ñëó÷àåâ íåò, ïîòîìó ÷òî â íèõ ïîëó÷àåòñÿ ìíîæèòåëü áîëüøå 198.

Òàê ïîëó÷àåì òðîéêè ÷èñåë (79;95;21), (79;133;15), (79;57;35), (79;19;105). Òåïåðü çàìåòèì
âîò ÷òî: (xy + yz) = 10x + y + 10y + z = 10(x + y) + (y + z), ïðè ýòîì ñóììû öèôð íå ìîãóò
áûòü áîëüøå 9+9=18. Òî åñòü, íàïðèìåð, åñëè (xy + yz) = 79, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî x + y = 7,
y + z = 9. Åñëè (xy + yz) = 133, òî ëèáî x+ y = 13, y + z = 3, ëèáî x+ y = 12, y + z = 13. Åñëè
(xy+yz) = 15, òî ëèáî x+y = 1, y+z = 5, ëèáî x+y = 0, y+z = 15. Ñêàæåì, ìû îñòàíîâèìñÿ íà
íàáîðå ÷èñåë (7,9), (12,13), (1,5), ãäå ÷èñëà îçíà÷àþò âîçìîæíûå ñóììû ñîñåäíèõ öèôð abcde.

Íî ïðè ýòîì, åñëè âçÿòü ÷èñëî abcde, òî ó íåãî áóäåò âñåãî 4 âîçìîæíûå ïàðû ñîñåäíèõ
öèôð, ïîýòîìó â íàáîðå ìîæåò áûòü íå áîëåå 4-õ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Òåì ñàìûì ìû îòìåòàåì
âûáðàííûé íàáîð, êàê è âñå îñòàëüíûå � êðîìå îäíîãî, êîòîðûì áóäåò (79;57;35), ñ ÷èñëàìè
(7,9), (5,7), (3,5). Ó íåãî âñåãî 4 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ: 9,7,5,3. Áîëåå òîãî, ýòè ïàðû ÷èñåë íóæ-
íî ðàçìåñòèòü òàê, ÷òîáû çíà÷åíèÿ ¾ñîñòûêîâàëèñü¿, òî åñòü òàê: (3,5),(5,7),(7,9). Òî åñòü äëÿ
abcde áóäåò âåðíî ñëåäóþùåå: a + b = 3, b + c = 5, c + d = 7, d + e = 9. Ó òàêîé ñèñòåìû
âñåãî 4 ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå 5-çíà÷íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì 12345, 21436, 30527, 03254,
ïîñëåäíÿÿ èç êîòîðûõ íå ïîäõîäèò, òàê êàê íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ, à ïðåäïîñëåäíÿÿ � òàê êàê äëÿ
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bc = 05.

Çàäà÷à 6. Â êâàäðàòíîé êîìíàòå íà êàæäîé ñòåíå åñòü ëàìïî÷êà, êîòîðàÿ ìîæåò ãîðåòü
îäíèì èç ñåìè öâåòîâ ðàäóãè. Â êîìíàòå íåò ëàìïî÷åê, êîòîðûå ãîðåëè áû îäíèì öâåòîì.
Çà îäèí õîä ÷åëîâåê ìîæåò ïîìåíÿòü öâåò îäíîé èç ëàìïî÷åê, íà òîò, êîòîðûì íå ãîðèò íè
îäíà ëàìïî÷êà â êîìíàòå íà ìîìåíò ñîâåðøåíèÿ õîäà, ïðè ýòîì îí òîæå èçìåíèò öâåòà íà äâà
îñòàâøèõñÿ íå èñïîëüçîâàííûõ öâåòà. (Ïîñëå ýòîãî â êîìíàòå ïî-ïðåæíåìó íåò äâóõ ëàìïî÷åê
ñ îäèíàêîâûìè öâåòàìè). Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ íóæíî ñîâåðøèòü, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå
êàæäàÿ ëàìïî÷êà ïîãîðåëà êàæäûì èç ñåìè öâåòîâ?

Îòâåò: 8 õîäîâ.
Ðåøåíèå. Ëàìïî÷êà íà êàæäîé ñòåíå êîìíàòû äîëæíà øåñòü ðàç ïîìåíÿòü öâåò, âñåãî

ñòåíû ÷åòûðå, ïîýòîìó ñóììàðíîå ÷èñëî èçìåíåíèé öâåòîâ íå ìåíüøå 24. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çà
îäèí õîä ìåíÿåòñÿ öâåò ó òð¼õ ëàìïî÷åê, ïîýòîìó ÷èñëî õîäîâ íå ìåíüøå 8. Ìîæíî ïðèâåñòè
ïðèìåð äëÿ 8 õîäîâ (ñì. ðèñóíîê).


