
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2018/2019 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 7�8 êëàññîâ

Çàäà÷à 1. Ó Ìèøè åñòü íàáîð èç äåâÿòè êàðòî÷åê ñ áóêâàìè ñëîâà ¾ËÎÌÎÍÎÑÎÂ¿. Íà
îáîðîòíîé ñòîðîíå êàæäîé êàðòî÷êè Ìèøà íàïèñàë ïî öèôðå òàê, ÷òî íà êàðòî÷êàõ ñ îäèíà-
êîâûìè áóêâàìè öèôðû îäèíàêîâû, à íà êàðòî÷êàõ ñ ðàçíûìè áóêâàìè � ðàçëè÷íû. Ïðè ýòîì
îêàçàëîñü âåðíûì ðàâåíñòâî
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â êîòîðîì îáå âõîäÿùèå â íåãî äðîáè ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè. Êàêèå öèôðû ìîã íàïèñàòü Ìèøà
íà êàðòî÷êàõ? Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ.

Îòâåò: 8 +
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= 20 è âàðèàíòû, â êîòîðûõ ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè ïàðû öèôð 8 è 9,

3 è 6.

Ðåøåíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü îêàçàâøåãîñÿ âåðíûì ðàâåíñòâà ìåíüøå âåëè÷èíû 10 + 9 + 10 = 29, à
çíà÷èò, öèôðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áóêâå ¾Î¿, ìîæåò îêàçàòüñÿ ëèáî åäèíèöåé, ëèáî äâîéêîé. Ïðè

ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
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= 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà êàðòî÷êå ñ áóêâîé ¾Î¿

ìîæåò îêàçàòüñÿ òîëüêî öèôðà 2, à çíà÷èò, íà êàðòî÷êàõ ñ áóêâàìè ¾Ì¿ è ¾Ñ¿ íàïèñàíû (â
ëþáîì ïîðÿäêå) öèôðû 3 è 6. Â òàêîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Ë+Í+ 1 + 2 > 20, èç
êîòîðîãî âîññòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ öèôð íà îñòàâøèõñÿ êàðòî÷êàõ.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 8 +
2

3
+ 2 + 9 +

2

6
= 20 è âàðèàíòû, â êîòîðûõ ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè

ïàðû öèôð 8 è 9, 3 è 6.

Çàäà÷à 2. Óáåäèòåñü, ÷òî 1009 = 152 + 282, è ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 2018 â âèäå ñóììû äâóõ
êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îòâåò: 20182 = 132 + 432.

Ðåøåíèå. Äàííîå â óñëîâèè ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïóñòü a = 15, b = 28. Òîãäà
1009 = a2 + b2, 2018 = 2a2 + 2b2 = (a+ b)2 + (a− b)2 = 132 + 432.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 38662 = 292 + 552.

Çàäà÷à 3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C ïðîâåäåíû áèññåêòðèñà
BD è âûñîòà CH. Èç âåðøèíû C íà áèññåêòðèñó BD îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð CK. Íàéäèòå
óãîë HCK, åñëè BK : KD = 3 : 1.

Îòâåò: 30◦.

Ðåøåíèå. Ïóñòü M � ñåðåäèíà BD. Òîãäà CM � ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà CBD
è CM = MB = MD. Êðîìå òîãî, CK ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé è ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà MCD,
ïîýòîìó MC = CD è òðåóãîëüíèê CMD ðàâíîñòîðîííèé. Òîãäà ∠CDM = 60◦ è ∠CBM =
∠CBD = 90◦ − 60◦ = 30◦, ñëåäîâàòåëüíî, ∠CBA = 2∠CBD = 60◦. Îòñþäà ∠BCH = 30◦,
∠HCK = 90◦ − 30◦ − 30◦ = 30◦.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 30◦.
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Çàäà÷à 4. Ñòðåëî÷íûå ÷àñû ïîêàçûâàþò ðîâíî ÷àñ. Êîìàð è ìóõà ñèäÿò íà îäèíàêîâîì ðàñ-
ñòîÿíèè îò öåíòðà íà ÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàõ ñîîòâåòñòâåííî. Êîãäà ñòðåëêè ñîâïàäàþò,
íàñåêîìûå ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Âî ñêîëüêî ðàç ðàññòîÿíèå, êîòîðîå çà ïîëñóòîê ïðåîäîëåë êî-
ìàð, áîëüøå ðàññòîÿíèÿ, êîòîðîå ïðåîäîëåëà çà ýòî æå âðåìÿ ìóõà?

Îòâåò: 83/73.

Ðåøåíèå. Êîìàð è ìóõà äâèæóòñÿ ïî êðóãó. Çà ïåðâûé ÷àñ êîìàð ïðåîäîëååò 11/12 ýòîãî êðóãà
(â íà÷àëå áûë íà ÷àñîâîé ñòðåëêå, óêàçûâàþùåé íà ÷àñ, â êîíöå � íà ìèíóòíîé, óêàçûâàþùåé
íà 12). Çà âòîðîé ÷àñ êîìàð ïðåîäîëååò 3/12 êðóãà (áûë íà ìèíóòíîé, óêàçûâàþùåé íà 12, ñòàë
íà ÷àñîâîé, óêàçûâàþùåé íà 3). Òàêèì îáðàçîì, êîìàð ïðåîäîëåë 14/12 êðóãà çà ïåðâûå 2 ÷àñà.
Çà ñëåäóþùèå 2 ÷àñà îí òàêæå ïðåîäîëååò 14/12 êðóãà, è ò. ä. Ïîëó÷èì, ÷òî çà 10 ÷àñîâ îí
ïðîø¼ë 5 · 14/12 = 70/12 êðóãà. Îäèííàäöàòûé ÷àñ íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî êîìàð íà ÷àñîâîé
ñòðåëêå, óêàçûâàþùåé íà 11, ìèíóòíàÿ óêàçûâàåò íà 12. Êîìàð çà ýòîò ÷àñ ïðîäåëàåò 1/12
êðóãà è â êîíöå îêàæåòñÿ íà ìèíóòíîé ñòðåëêå. Çà ïîñëåäíèé, äâåíàäöàòûé ÷àñ ìèíóòíàÿ è
÷àñîâàÿ ñòðåëêè íå âñòðåòÿòñÿ, êîìàð ïðîéä¼ò îäèí êðóã. Èòàê, çà ïîëñóòîê êîìàð ïðåîäîëååò
ðàññòîÿíèå A = 70/12+1/12+1 = 83/12. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ äëÿ ìóõè, ïîëó÷èì ðàññòîÿíèå
B = 5 · (2/12 + 10/12) + 1 + 1/12 = 73/12. Îòñþäà íàõîäèì A/B = 83/73.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 72/71.

Çàäà÷à 5. Êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû 3×3 ðàñêðàøèâàþò â îäèí èç òð¼õ öâåòîâ òàê, ÷òî êëåòêè,
èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó, èìåþò ðàçíûé öâåò. Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ òàêèõ ðàñêðàñîê íàéäèòå
äîëþ òåõ, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíî ðîâíî äâà öâåòà.

Îòâåò: 1/41.

Ðåøåíèå. Öåíòðàëüíóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü â ëþáîé èç òð¼õ öâåòîâ, íàçîâ¼ì ýòîò öâåò a.
Êàæäóþ èç ÷åòûð¼õ êëåòîê, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé, ìîæíî ðàñêðàñèòü â ëþ-
áîé èç äâóõ îñòàâøèõñÿ öâåòîâ. Ïóñòü êëåòêà, ðàñïîëîæåííàÿ íàä öåíòðàëüíîé, ðàñêðàøåíà
â öâåò b. Òðåòèé öâåò íàçîâ¼ì c. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñêðàñêè êëåòîê, èìå-
þùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé, è çàêîäèðóåì èõ ñòðî÷êàìè èç áóêâ b è c, êîòîðûå íà-
÷èíàþòñÿ ñ áóêâû b, à çàòåì ñîîòâåòñòâóþò öâåòàì ýòèõ êëåòîê, ïðîáåãàåìûõ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Íàïðèìåð, ðàñêðàñêà

b
c a b

c

áóäåò çàêîäèðîâàíà ñòðî÷êîé bccb.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ óãëîâóþ êëåòêó. Åñëè äâå êëåòêè, èìåþùèå ñ íåé îáùóþ ñòîðîíó, ðàñ-

êðàøåíû â îäèí öâåò, òî óãëîâóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Åñëè æå ýòè äâå
êëåòêè ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, òî óãëîâóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü òîëüêî îäíèì ñïîñî-
áîì. Ñîñòàâèì òàáëèöó, â êîòîðîé äëÿ êàæäîé èç 8 ïîëó÷åííûõ êîäèðóþùèõ ñòðî÷åê óêàæåì
÷èñëî ðàñêðàñîê óãëîâûõ êëåòîê.

bbbb 16 bbcb 4 bcbb 4 bccb 4
bbbc 4 bbcc 4 bcbc 1 bccc 4

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÷èñëî ðàñêðàñîê ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü öåí-
òðàëüíóþ êëåòêó íà ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü êëåòêó, ðàñïîëîæåííóþ íàä öåíòðàëüíîé, íà
ñóììó ÷èñåë ïîñòðîåííîé òàáëèöû: 3 · 2 · (16 + 6 · 4 + 1) = 246.

×èñëî æå äâóõöâåòíûõ òàáëèö ðàâíî 6, òàê êàê öâåò öåíòðàëüíîé êëåòêè â ýòîì ñëó÷àå
ñîâïàäàåò ñ öâåòîì óãëîâûõ êëåòîê, à äëÿ êëåòîê, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé,
âñåãäà åñòü äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî 1

41
.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 40/41.
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Çàäà÷à 6. Èç 24 îäèíàêîâûõ äåðåâÿííûõ êóáèêîâ ñêëåèëè ¾òðóáó¿ � êóá
3 × 3 × 3 ñ óáðàííîé ¾ñåðäöåâèíîé¿ èç òð¼õ êóáèêîâ (ñì. ðèñóíîê). Ìîæ-
íî ëè â êàæäîì êâàäðàòèêå íà ïîâåðõíîñòè ¾òðóáû¿ ïðîâåñòè äèàãîíàëü
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ çàìêíóòûé ïóòü, êîòîðûé íè ÷åðåç îäíó âåðøèíó íå
ïðîõîäèò äâàæäû?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå. Äèàãîíàëåé íà ïîâåðõíîñòè ¾òðóáû¿ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ãðàíåé êóáèêîâ íà ýòîé
ïîâåðõíîñòè: 4 ·9+2 ·8+12 = 64. Íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ çàìêíóòûé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî âñåì
äèàãîíàëÿì, äîëæåí ñîäåðæàòü ñòîëüêî æå âåðøèí. Âåðøèí âñåõ êóáèêîâ òàêæå 64 (÷åòûðå
¾ñëîÿ¿ ïî 16 âåðøèí � çàäåéñòâîâàíû âñå óçëîâûå òî÷êè êóáà 3×3×3). Ðàñêðàñèì èõ â ÷¼ðíûé
è áåëûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå: ó êàæäîé âåðøèíû ñîñåäíèå äðóãîãî öâåòà. Ïîëó÷èòñÿ ïî
32 âåðøèíû êàæäîãî öâåòà. Íî èñêîìûé ïóòü ìîæåò ïðîõîäèòü òîëüêî ÷åðåç âåðøèíû îäíîãî
öâåòà, è ïîýòîìó ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå 32 äèàãîíàëåé.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : Íåò.

Çàäà÷à 7. Íà ñòîëå ëåæàò êàðòî÷êè ñ ÷èñëàìè îò 1 äî 8: îäíà êàðòî÷êà ñ ÷èñëîì 1, äâå ñ ÷èñëîì
2, òðè ñ ÷èñëîì 3, è ò. ä. Ïåòÿ è Âàñÿ ïîî÷åð¼äíî áåðóò ïî îäíîé êàðòî÷êå è ñêëàäûâàþò â îäíó
êîëîäó (íà÷èíàåò Ïåòÿ). Ïîñëå î÷åðåäíîãî õîäà Âàñè Ïåòÿ ìîæåò ñêàçàòü ¾ñòîï¿, è òîãäà âñå
íåâûáðàííûå êàðòî÷êè óáèðàþòñÿ ñî ñòîëà, à äàëåå Âàñÿ è Ïåòÿ ïîî÷åð¼äíî âûáèðàþò ëþáûå
êàðòî÷êè èç ïîëó÷èâøåéñÿ êîëîäû (íà÷èíàåò Âàñÿ) è âûêëàäûâàþò èõ íà ñòîë ñëåâà íàïðàâî.
Åñëè ïîñëå òîãî, êàê íà ñòîë áóäåò âûëîæåíà ïîñëåäíÿÿ êàðòî÷êà, ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî áóäåò
ÿâëÿòüñÿ ðàçíîñòüþ êâàäðàòîâ êàêèõ-òî öåëûõ ÷èñåë, ïîáåæäàåò Âàñÿ, èíà÷å ïîáåæäàåò Ïåòÿ.
Ìîæåò ëè êòî-òî èç èãðîêîâ äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø íåçàâèñèìî îò
äåéñòâèé äðóãîãî?

Îòâåò: Äà, ìîæåò (Âàñÿ).

Ðåøåíèå. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî â âèäå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë ïðåäñòàâèìî ëþáîå
íå÷�åòíîå ÷èñëî, òàê êàê 2k + 1 = (2k + 1)2 − k2, è ëþáîå ÷èñëî äåëÿùååñÿ íà 4, òàê êàê 4k =
(k+1)2−(k−1)2. Âî-âòîðûõ, â ñèëó óñëîâèé çàäà÷è ïîñëåäíþþ êàðòî÷êó èç ñòîïêè áóäåò êëàñòü
Ïåòÿ. Åñëè ñðåäè äâóõ îñòàâøèõñÿ â êîíöå öèôð åñòü õîòÿ áû îäíà íå÷�åòíàÿ, Âàñÿ îñòàâèò å�å
Ïåòå è âûèãðàåò èãðó. Åñëè ñðåäè äâóõ îñòàâøèõñÿ â êîíöå öèôð îñòàëèñü òîëüêî ÷�åòíûå, è
õîòÿ áû îäíà èç íèõ äåëèòñÿ íà 4, òî Âàñÿ îñòàâëÿåò Ïåòå êàðòî÷êó ñ öèôðîé, äåëÿùåéñÿ íà 4,
è òàêæå âûèãðûâàåò èãðó. Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà Ïåòÿ ìîæåò âûèãðàòü,
ýòî êîãäà â êîíöå îñòàþòñÿ äâå ÷�åòíûå öèôðû, íå äåëÿùèåñÿ íà 4.

Íàçîâ¼ì öèôðû, äåëÿùèåñÿ íà 4, è íå÷�åòíûå öèôðû ¾õîðîøèìè¿, à îñòàëüíûå � ¾ïëîõèìè¿.
Çàìåòèì, ÷òî èñõîäíî êàðòî÷åê ñ ¾õîðîøèìè¿ öèôðàìè áîëüøå, ïîýòîìó â ïåðâîé ÷àñòè èãðû
Âàñÿ âñåãäà ìîæåò âûáèðàòü êàðòî÷êè ñ ¾õîðîøèìè¿ öèôðàìè, òîãäà â ïîëó÷èâøåéñÿ ñòîïêå
èõ áóäåò íå ìåíüøå ïîëîâèíû. Åñëè Âàñÿ âñåãäà áóäåò êëàñòü íà ñòîë êàðòî÷êè ñ ¾ïëîõèìè¿
öèôðàìè, ïîêà îíè åñòü, òî â êîíöå, ñðåäè äâóõ îñòàâøèõñÿ êàðòî÷åê áóäåò ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà ñ ¾õîðîøåé¿ öèôðîé, è Âàñÿ âûèãðàåò.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : Äà, ìîæåò (Îëÿ).
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