
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2017/2018 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 9 êëàññà

Óñëîâèÿ çàäàíèé, ðåøåíèÿ è îòâåòû ê íèì

1. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n êâàäðàòèðóåìûì, åñëè ÷èñëà îò 1 äî n ìîæíî ðàññòàâèòü â òà-

êîì ïîðÿäêå, ÷òî êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñóììå ñî ñâîèì íîìåðîì äà¼ò òî÷íûé êâàä-

ðàò. Íàïðèìåð, ÷èñëî 5 êâàäðàòèðóåìî, òàê êàê ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà òàê: 3 2 1 5 4, ïðè ýòîì

3 + 1 = 2 + 2 = 1 + 3 = 4 è 5 + 4 = 4 + 5 = 9. Âûÿñíèòå, êàêèå èç ÷èñåë 7, 9, 11, 15 ÿâëÿþòñÿ

êâàäðàòèðóåìûìè.

Îòâåò: 9 è 15.

Ðåøåíèå. ×èñëî 7 íå ìîæåò áûòü êâàäðàòèðóåìûì, ïîñêîëüêó îáà ÷èñëà 1 è 6 äîëæíû íàõîäèòüñÿ

íà òðåòüåé ïîçèöèè, ÷òî íåâîçìîæíî.

×èñëî 9 êâàäðàòèðóåìî, òàê êàê ÷èñëà îò 1 äî 9 ìîæíî ðàññòàâèòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: 8, 2, 6,

5, 4, 3, 9, 1, 7, ïðè ýòîì òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíåíî.

×èñëî 11 íå êâàäðàòèðóåìî, ïîñêîëüêó îáà ÷èñëà 11 è 4 äîëæíû ñòîÿòü íà ïÿòîé ïîçèöèè.

×èñëî 15 êâàäðàòèðóåìî, ïîñêîëüêó ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 15 ïî óáûâàíèþ, è òîãäà

1 + 15 = 2 + 14 = . . . = 15 + 1 = 16.

2. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè âûñîòà, ïðîâåä¼ííàÿ èç ïðÿìîãî óãëà,

ðàçáèâàåò åãî íà äâà òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðûõ ðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ðàâíû 3 è 4.

Îòâåò: 150.

Ðåøåíèå. Îòíîøåíèå ðàäèóñîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ðàâíî êîýôôèöèåíòó ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëü-

íûõ òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå âûñîòà ðàçáèâàåò èñõîäíûé òðåóãîëüíèê. Ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâåí

îòíîøåíèþ êàòåòîâ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Îáîçíà÷èì ýòè êàòåòû ÷åðåç 3x è 4x. Ïî òåîðåìå Ïè-

ôàãîðà ãèïîòåíóçà èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 5x, à ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè â ñèëó

ïîäîáèÿ ðàâåí 5. Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì 2r = a+ b− c äëÿ ðàäèóñà âïèñàííîé îêðóæíîñòè (ãäå a è b �
êàòåòû, c � ãèïîòåíóçà), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå: 10 = 3x+4x− 5x, îòêóäà x = 5. Òàêèì îáðàçîì, êàòåòû

èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 15 è 20, à åãî ïëîùàäü ðàâíà S = 1
2 · 15 · 20 = 150.

3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
1

1− x2
+

4

4− y2
ïðè óñëîâèÿõ |x| < 1, |y| < 2 è xy = 1.

Îòâåò: 4.

Ðåøåíèå. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì,

ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ íà x è y ïîëó÷àåì

1

1− x2
+

4

4− y2
> 2

√
1

1− x2
· 4

4− y2
=

4√
5− 4x2 − y2

=
4√

1− (2x− y)2
> 4,

ïðè÷¼ì âñå íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, åñëè 2x = y è xy = 1, ò. å. x = 1√
2
, y =

√
2.

4. ×èñëà îò 1 äî 8 ðàññòàâëåíû â âåðøèíàõ êóáà òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ òð¼õ âåðøèíàõ,

íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé ãðàíè, áûëà íå ìåíåå 10. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ

â âåðøèíàõ îäíîé ãðàíè?

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Â êàæäîé ãðàíè åñòü âåðøèíà, â êîòîðîé ñòîèò ÷èñëî, íå ìåíü-

øåå 6. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäíà èç òðîåê äàæå èç îñòàâøèõ-

ñÿ íàèáîëüøèõ ÷èñåë 2, 3, 4, 5 äà¼ò ñóììó, ìåíüøóþ 10 (à èìåííî òðîéêà

2, 3, 4 ñ ñóììîé 9).

Ðàññìîòðèì ãðàíü, ñîäåðæàùóþ âåðøèíó, â êîòîðîé ñòîèò ÷èñëî 6. Ïî-

ñêîëüêó ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â îñòàëüíûõ òð¼õ âåðøèíàõ, íå ìåíüøå 10,

ñóììà âñåõ ÷èñåë â âåðøèíàõ ýòîé ãðàíè íå ìåíüøå 16.

Ïðèìåð ðàññòàíîâêè, ïðè êîòîðîé íàèìåíüøàÿ ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ îäíîé ãðàíè,

ðàâíà 16, ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå: ñóììà ÷èñåë â ïåðåäíåé ãðàíè ðàâíà 2 + 3 + 5 + 6 = 16.
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5. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî k2 − 101k ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, ò. å.

êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà.

Îòâåò: 101 èëè 2601.

Ðåøåíèå.Ïóñòü k2−101k = (k−m)2,m > 1, òîãäà k2−101k = k2−2mk+m2, îòêóäàm(2k−m) = 101k.
Ïîñêîëüêó ÷èñëî 101 ïðîñòîå, îäíî èç ÷èñåë m èëè 2k −m äåëèòñÿ íà 101.

Åñëè m = 101s, òî ïîëó÷àåì s(2k − 101s) = k, îòêóäà

k =
101s2

2s− 1
= 101

(
s

2
+

1

4
+

1

4(2s− 1)

)
⇒ 4k = 202s+ 101 +

101

2s− 1
.

Çíà÷èò, 101 äåëèòñÿ íà 2s−1, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî åñëè 2s−1 = 1 èëè 2s−1 = 101, ò. å. ñîîòâåòñòâåííî
s = 1 èëè s = 51. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì m = k = 101, à âî âòîðîì m = 101 · 51, k = 512 = 2601.

Ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì 2k − m äåëèòñÿ íà 101, ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó çàìåíîé m1 = 2k − m,

m = 2k −m1.

6. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ñóììà öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 5, óïîðÿäî÷èëè ïî âîçðàñòàíèþ.

Êàêîå ÷èñëî ñòîèò íà 125-ì ìåñòå?

Îòâåò: 41000.

Ðåøåíèå. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî n-çíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 5, äëÿ

êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n. Âû÷òåì èç ñòàðøåãî ðàçðÿäà 1, ïîëó÷èì ÷èñëî (êîòîðîå ìîæåò òåïåðü íà-

÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ), ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 4. Ïðåäñòàâèì ðàçðÿäû ýòîãî ÷èñëà â âèäå ÿ÷ååê, â

êàæäîé èç êîòîðûõ ëåæèò ÷èñëî øàðîâ, ðàâíîå öèôðå, ñòîÿùåé â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçðÿäå. Ðàç-

ëîæèòü òàêèì îáðàçîì 4 øàðà ïî n ÿ÷åéêàì � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ìåæäó 4 øàðàìè óñòàíîâèòü

n−1 ïåðåãîðîäêó (ìåæäó íåêîòîðûìè ïåðåãîðîäêàìè øàðîâ ìîæåò íå áûòü âîâñå). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü

C4
n+3 =

(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)n

24
ñïîñîáàìè, ñòîëüêî æå ñóùåñòâóåò èñêîìûõ n-çíà÷íûõ ÷èñåë.

Ïðè n = 1, 2, 3, 4, 5 ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî C4
4 = 1, C4

5 = 5, C4
6 = 15, C4

7 = 35, C4
8 = 70, èòîãî 126

÷èñåë. Íà 126-ì ìåñòå ñòîèò íàáîëüøåå ïÿòèçíà÷íîå òàêîå ÷èñëî, ò. å. 50000. Çíà÷èò, íà 125-ì ìåñòå

ñòîèò ïðåäûäóùåå � 41000.

7. Â ¾Äðàêîíüåì ïîêåðå¿ â êîëîäå ÷åòûðå ìàñòè. Òóç ïðèíîñèò 1 î÷êî, âàëåò � 2 î÷êà, äâîéêà � 22,
òðîéêà � 23, . . ., äåñÿòêà � 210 = 1024 î÷êà. Êîðîëè è äàìû îòñóòñòâóþò. Ìîæíî âûáèðàòü èç êîëîäû

ëþáîå êîëè÷åñòâî êàðò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî íàáðàòü 2018 î÷êîâ?

Îòâåò: C3
2021 = 1373734330.

Ðåøåíèå. Â ëþáîé ìàñòè ìîæíî íàáðàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ îò 0 äî 2047, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì

îáðàçîì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê: íàäî çàïèñàòü ýòî êîëè÷åñòâî â äâîè÷íîé ñèñòåìå è âûáðàòü êàðòû,

ñîîòâåòñòâóþùèå äâîè÷íûì ðàçðÿäàì, ñîäåðæàùèì 1 (ò. å. åñëè â k-ì ðàçðÿäå ñòîèò 1, òî ñëåäóåò âçÿòü

êàðòó, ïðèíîñÿùóþ 2k î÷êîâ).
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàçáèåíèþ ÷èñëà 2018 íà 4 íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ñëàãàåìûõ.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïîëó÷èì èñêîìîå ÷èñëî ñïîñîáîâ: C3
2021 = 1373734330.

8. Ìîëü ïðîåëà â êîâðå äûðêó â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 10 ñì è 4 ñì. Íàéäèòå

íàèìåíüøèé ðàçìåð êâàäðàòíîé çàïëàòêè, êîòîðîé ìîæíî çàêðûòü ýòó äûðêó (çàïëàòêà çàêðûâàåò

äûðêó, åñëè âñå òî÷êè ïðÿìîóãîëüíèêà ëåæàò âíóòðè êâàäðàòà èëè íà åãî ãðàíèöå).

Îòâåò: 7
√
2× 7

√
2 ñì.

Ðåøåíèå. Òðåáóåòñÿ íàéòè êâàäðàò ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà, âíóòðè

êîòîðîãî ìîæíî ïîìåñòèòü ïðÿìîóãîëüíèê 10× 4 ñì. Åñëè ìåíåå 4 âåð-

øèí ïðÿìîóãîëüíèêà ëåæàò íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà, òî ìîæíî óìåíüøèòü

ðàçìåð êâàäðàòà, ïîâîðà÷èâàÿ åãî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïóñòü

âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà A, B, C è D ëåæàò íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà

EFGH (ñì. ðèñóíîê).

Òðåóãîëüíèêè AEB è BFC ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 5 : 2. Îáîçíà-
÷èì AE = 5a, EB = 5b, BF = 2a, FC = 2b. Àíàëîãè÷íî, òðåóãîëüíèêè
BFC è CGD ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 2 : 5, ñëåäîâàòåëüíî, CG = 5a,
GD = 5b. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

5a+ 2b, à ñ äðóãîé ñòîðîíû 2a+ 5b. Ñëåäîâàòåëüíî, a = b. Çíà÷èò, îñòðûå óãëû òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû

ïî 45 ãðàäóñîâ, îòêóäà íàõîäèì a = b =
√
2. Òîãäà ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà 7

√
2 ñì.
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