
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2017/2018 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 5�6 êëàññîâ

Óñëîâèÿ çàäàíèé, ðåøåíèÿ è îòâåòû ê íèì

1. Íà îñòðîâå ðûöàðåé è ëæåöîâ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòî-

ðûå âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû ïÿòåðûõ æèòåëåé ýòîãî îñòðîâà ïî î÷åðåäè ñïðîñèëè, ñêîëüêî ñðåäè íèõ

ðûöàðåé.

� Îäèí, � îòâåòèë ïåðâûé.

� Äâà, � îòâåòèë âòîðîé.

� Òðè, � îòâåòèë òðåòèé.

� Íå âåðüòå èì, îíè âñå ëæåöû, � ñêàçàë ÷åòâ¼ðòûé.

� Ñàì òû ëæåö! � ñêàçàë ïÿòûé ÷åòâ¼ðòîìó.

Ñêîëüêî ðûöàðåé áûëî íà ñàìîì äåëå?

Îòâåò: 2.

Ðåøåíèå. Ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ íå áîëåå îäíîãî ðûöàðÿ, òàê êàê îíè âñå äàþò ðàçíûå îòâåòû. Åñëè

ðàññìîòðåòü 4-ãî è 5-ãî, òî îäèí èç íèõ ðûöàðü, à äðóãîé ëæåö. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî ðûöàðåé îäèí

èëè äâà. Â ëþáîì ñëó÷àå èç ïåðâûõ òð¼õ îäèí ñêàçàë ïðàâäó. Çíà÷èò, ðûöàðåé äâà: âòîðîé è ïÿòûé.

2. Ïåðâîêëàññíèê Ïåòÿ âûêëàäûâàë èç èìåþùèõñÿ ó íåãî ôèøåê êîíòóð ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëü-

íèêà òàê, ÷òî êàæäàÿ åãî ñòîðîíà, âêëþ÷àÿ âåðøèíû, ñîäåðæèò îäèíàêîâîå ÷èñëî ôèøåê. Çàòåì èç òåõ

æå ôèøåê åìó óäàëîñü âûëîæèòü òàêèì æå îáðàçîì êîíòóð êâàäðàòà. Ñêîëüêî ôèøåê ó Ïåòè, åñëè

ñòîðîíà êâàäðàòà ñîäåðæèò íà 2 ôèøêè ìåíüøå, ÷åì ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà?

Îòâåò: 24.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ñîäåðæèò x ôèøåê, à ñòîðîíà êâàäðàòà � y ôèøåê. Îáùåå

êîëè÷åñòâî ôèøåê, ïîäñ÷èòàííîå äâóìÿ ñïîñîáàìè, ðàâíî 3x − 3 = 4y − 4 (ó÷èòûâàåì, ÷òî óãëîâûå

ôèøêè ñ÷èòàþòñÿ ïî äâà ðàçà). Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî y = x−2. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

3(x− 1) = 4(x− 3), îòêóäà x = 9. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ôèøåê 3 · 9− 3 = 24.

3. Ïåòðîâ è Âàñå÷êèí ðåøàëè îäèí è òîò æå àðèôìåòè÷åñêèé ïðèìåð. Íåêîòîðîå ÷èñëî íàäî áûëî

ðàçäåëèòü íà 2, óìíîæèòü íà 7 è îòíÿòü 1001. Ïåòðîâ ïðîèçâ¼ë âñå äåéñòâèÿ ïðàâèëüíî, à Âàñå÷êèí

âñ¼ ïåðåïóòàë: ïîäåëèë íà 8, âîçâ¼ë â êâàäðàò è òîæå îòíÿë 1001. Èçâåñòíî, ÷òî ó Ïåòðîâà ïîëó÷èëîñü

ïðîñòîå ÷èñëî. Êàêîå ÷èñëî ïîëó÷èëîñü ó Âàñå÷êèíà?

Îòâåò: 295.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 1001 äåëèòñÿ íà 7 áåç îñòàòêà. Çíà÷èò, ÷èñëî, êîòîðîå ïîëó÷èë Ïåòðîâ,

äîëæíî áûòü êðàòíî 7. Íî îíî ïðîñòîå, ïîýòîìó Ïåòðîâ ïîëó÷èë 7. Ïðîâåä¼ì äåéñòâèÿ Ïåòðîâà â

îáðàòíîì ïîðÿäêå è ïîëó÷èì èñõîäíîå ÷èñëî: 7+1001
7 · 2 = 288. Ïîâòîðèì ñ íèì äåéñòâèÿ Âàñå÷êèíà:

(288 : 2)2 − 1001 = 295.

4. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n êâàäðàòèðóåìûì, åñëè ÷èñëà îò 1 äî n ìîæíî ðàññòàâèòü â òà-

êîì ïîðÿäêå, ÷òî êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñóììå ñî ñâîèì íîìåðîì äà¼ò òî÷íûé êâàä-

ðàò. Íàïðèìåð, ÷èñëî 5 êâàäðàòèðóåìî, òàê êàê ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà òàê: 3 2 1 5 4, ïðè ýòîì

3 + 1 = 2 + 2 = 1 + 3 = 4 è 5 + 4 = 4 + 5 = 9. Âûÿñíèòå, êàêèå èç ÷èñåë 7, 9, 11, 15 ÿâëÿþòñÿ

êâàäðàòèðóåìûìè.

Îòâåò: 9 è 15.

Ðåøåíèå. ×èñëî 7 íå ìîæåò áûòü êâàäðàòèðóåìûì, ïîñêîëüêó îáà ÷èñëà 1 è 6 äîëæíû íàõîäèòüñÿ

íà òðåòüåé ïîçèöèè, ÷òî íåâîçìîæíî.

×èñëî 9 êâàäðàòèðóåìî, òàê êàê ÷èñëà îò 1 äî 9 ìîæíî ðàññòàâèòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: 8, 2, 6,

5, 4, 3, 9, 1, 7, ïðè ýòîì òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíåíî.

×èñëî 11 íå êâàäðàòèðóåìî, ïîñêîëüêó îáà ÷èñëà 11 è 4 äîëæíû ñòîÿòü íà ïÿòîé ïîçèöèè.

×èñëî 15 êâàäðàòèðóåìî, ïîñêîëüêó ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 15 ïî óáûâàíèþ, è òîãäà

1 + 15 = 2 + 14 = . . . = 15 + 1 = 16.
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5. ×èñëà îò 1 äî 8 ðàññòàâëåíû â âåðøèíàõ êóáà òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ òð¼õ âåðøèíàõ,

íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé ãðàíè, áûëà íå ìåíåå 10. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ

â âåðøèíàõ îäíîé ãðàíè?

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Â êàæäîé ãðàíè åñòü âåðøèíà, â êîòîðîé ñòîèò ÷èñëî, íå

ìåíüøåå 6. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäíà èç òðîåê äàæå èç

îñòàâøèõñÿ íàèáîëüøèõ ÷èñåë 2, 3, 4, 5 äà¼ò ñóììó, ìåíüøóþ 10 (à èìåí-

íî òðîéêà 2, 3, 4 ñ ñóììîé 9).

Ðàññìîòðèì ãðàíü, ñîäåðæàùóþ âåðøèíó, â êîòîðîé ñòîèò ÷èñëî 6.

Ïîñêîëüêó ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â îñòàëüíûõ òð¼õ âåðøèíàõ, íå ìåíüøå

10, ñóììà âñåõ ÷èñåë â âåðøèíàõ ýòîé ãðàíè íå ìåíüøå 16.

Ïðèìåð ðàññòàíîâêè, ïðè êîòîðîé íàèìåíüøàÿ ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ

â âåðøèíàõ îäíîé ãðàíè, ðàâíà 16, ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå: ñóììà ÷èñåë â

ïåðåäíåé ãðàíè ðàâíà 2 + 3 + 5 + 6 = 16.

6. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå (ñòîðîíà êëåòêè 1 ñì) íàðèñîâàí ïðÿìîóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò

íà ëèíèÿõ ñåòêè, ïðè÷¼ì îäíà ñòîðîíà íà 5 ñì ìåíüøå äðóãîé. Îêàçàëîñü, ÷òî åãî ìîæíî ðàçðåçàòü ïî

ëèíèÿì ñåòêè íà íåñêîëüêî ÷àñòåé è ñëîæèòü èç íèõ êâàäðàò. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà ñòîðîíà ýòîãî

êâàäðàòà? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.

Îòâåò: 6 ñì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü á�îëüøàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà k ñì, k > 5, à ñòîðîíà ïîëó÷åííîãî êâàäðà-
òà ðàâíà n ñì. Òîãäà èç ðàâåíñòâà ïëîùàäåé ïîëó÷àåì k(k−5) = n2. Çàìåòèì, ÷òî k2−5k < k2−4k+4 =
(k − 2)2. Êðîìå òîãî, k2 − 5k > k2 − 6k + 9 = (k − 3)2 ïðè k > 9. Çíà÷èò, 6 6 k 6 9. Ïðè k = 6, 7, 8, 9
ïîëó÷àåì, ÷òî k(k − 5) ðàâíî ñîîòâåòñòâåííî 6 · 1 = 6, 7 · 2 = 14, 8 · 3 = 24, 9 · 4 = 36. Èç ýòèõ çíà÷åíèé

êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíåå, ïðè÷¼ì n = 6. Ðàçðåçàòü ïðÿìîóãîëüíèê

9× 4 ïî ëèíèÿì ñåòêè è ñëîæèòü èç íåãî êâàäðàò 6× 6 ìîæíî ìíîæåñòâîì ñïîñîáîâ.

7. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ñóììà öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 5, óïîðÿäî÷èëè ïî âîçðàñòàíèþ.

Êàêîå ÷èñëî ñòîèò íà 125-ì ìåñòå?

Îòâåò: 41000.

Ðåøåíèå. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî n-çíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 5, äëÿ

êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n. Âû÷òåì èç ñòàðøåãî ðàçðÿäà 1, ïîëó÷èì ÷èñëî (êîòîðîå ìîæåò òåïåðü íà-

÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ), ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 4. Ïðåäñòàâèì ðàçðÿäû ýòîãî ÷èñëà â âèäå ÿ÷ååê, â

êàæäîé èç êîòîðûõ ëåæèò ÷èñëî øàðîâ, ðàâíîå öèôðå, ñòîÿùåé â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçðÿäå. Ðàç-

ëîæèòü òàêèì îáðàçîì 4 øàðà ïî n ÿ÷åéêàì � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ìåæäó 4 øàðàìè óñòàíîâèòü

n−1 ïåðåãîðîäêó (ìåæäó íåêîòîðûìè ïåðåãîðîäêàìè øàðîâ ìîæåò íå áûòü âîâñå). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü

C4
n+3 =

(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)n

24
ñïîñîáàìè, ñòîëüêî æå ñóùåñòâóåò èñêîìûõ n-çíà÷íûõ ÷èñåë.

Ïðè n = 1, 2, 3, 4, 5 ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî C4
4 = 1, C4

5 = 5, C4
6 = 15, C4

7 = 35, C4
8 = 70, èòîãî 126

÷èñåë. Íà 126-ì ìåñòå ñòîèò íàáîëüøåå ïÿòèçíà÷íîå òàêîå ÷èñëî, ò. å. 50000. Çíà÷èò, íà 125-ì ìåñòå

ñòîèò ïðåäûäóùåå � 41000.
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