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Проблема. Многие прикладные задачи сводятся к задаче Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений вида
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Здесь u – вектор неизвестных функций, F – вектор правых частей. Для решения задач Коши существуют различные численные методы. Из них наименьшей трудоёмкостью обладают явные схемы, например, схемы Рунге-Кутты (ERK).
Задача (1) называется жёсткой, если в ней характерные времена процессов имеют большую разномасштабность. Жёсткие задачи Коши сложны для численного решения. Приходится выбирать избыточно малый постоянный шаг по независимой переменной, поскольку для получения правильного решения требуется, чтобы величина шага была меньше характерного времени самого быстрого процесса в системе. Общее число шагов будет очень большим, что сделает решение слишком трудоёмким. Примером жёсткой задачи Коши является задача химической кинетики.
Задача (1) называется плохо обусловленной, если её решение сильно зависит от начальных условий. Такие задачи не обязательно должны быть жёсткими, но при их численном решении быстро накапливаются ошибки машинного округления. Примером плохо обусловленной задачи Коши является траекторная задача Аренсторфа. Постановка приведена в [1].
Для решения задач Коши широко применяются стандартные алгоритмы автоматического выбора шага. Наиболее популярны пакеты Гира и Дормана-Принса [1]. Они хорошо зарекомендовали себя на мягких задачах, но на жёстких задачах нередко дают сбои [1]. Кроме того, они не дают гарантированной оценки погрешности, то есть, фактическая погрешность может значительно отличаться от заданной.

Работоспособность метода обычно проверяется на задаче с известным точным решением путём сравнения решения, полученного по численному методу, с точным решением. В данной работе в качестве теста взяты а) задача кинетики химических реакций и б) задача Аренсторфа. Обе задачи считаются особенно сложными. Точное решение этих задач неизвестно. Поэтому проверить работу стандартных пакетов можно только по другому численному расчёту, надёжность которого не вызывает сомнений. В качестве такого «контрольного» метода в данной работе используются расчёты на геометрически-адаптивных сетках.

Геометрически-адаптивные сетки. В [2,3] был предложен метод построения геометрически-адаптивных сеток в аргументе «длина дуги интегральной кривой». Использование этого аргумента существенно упрощает расчёт участков большого наклона интегральной кривой. Переход к геометрически-адаптивным сеткам уменьшает шаг по длине дуги в областях, где велика кривизна интегральной кривой. В [3,4] этот метод был обобщён на явные схемы. Одновременно с нахождением решения вычисляется апостериорная асимптотически точная оценка погрешности по методу Ричардсона с помощью специальной процедуры сгущения сеток [2]. Это позволяет не только рассчитать решение, но и найти строго обоснованную оценку его математической точности.
Процедура сравнения. Задача решается двумя способами: при помощи геометрически-адаптивных сеток с применением явных схем Рунге-Кутты и при помощи стандартного пакета Гира или Дормана-Принса. При решении задачи с геометрически-адаптивным выбором шага контролируется сходимость решения с теоретическим порядком точности и достижение ошибок машинного округления. Поэтому это решение можно считать точным, а отклонение от него решений по стандартным пакетам – фактической ошибкой последних. Полученные решения сравниваются друг с другом.
Результаты расчётов. Для каждого случая производилась серия расчётов по стандартному пакету в аргументах «время» и «длина дуги» с уменьшением заданной относительной погрешности tolerance. В качестве примера рассмотрим расчёт химической кинетики по программе Гира при температуре 6000К, аргумент «время». Результаты расчёта приведены на рис. 1. По оси абсцисс отложена величина, обратная tolerance. Круглыми маркерами изображено отклонение решения по стандартному пакету от «точного» решения, квадратными – число узлов, получившееся в сетке стандартного пакета. Прямой изображена заданная относительная точность. Масштаб двойной логарифмический.
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Рис. 1. Пакет Гира в аргументе время.

Видно, что фактическая относительная погрешность решения по программе Гира практически не зависит от tolerance. Её величина составляет не менее 1e-3. Число узлов решения также практически неизменно и составляет лишь около 50. Трудоёмкость расчёта невелика, однако фактическая погрешность совершенно не соответствует запрошенной пользователем. Данная программа обладает высоким быстродействием, обеспечивает точность, как правило, достаточную для прикладных расчётов, но для ситуаций, требующих очень высокой точности и надёжности, она не годится. Любопытно, что программа Гира изначально разрабатывалась именно для численного решения задач химической кинетики.
Работа поддержана грантом РФФИ № 18-01-00175.
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