О точках переключения в задаче «атакующий-цель-защитник» с ограниченной маневренностью в области поимки атакующего
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В современной литературе ведется достаточно активное исследование прикладных нелинейных задач теории оптимального управления и дифференциальных игр. Целью таких исследований зачастую служит получение аналитических выражений для позиционного или программного управления объектами. Даже самые простые нелинейные задачи оптимального управления, такие как машина Дубинса, требуют больших усилий при получении аналитических результатов [1, 3].
Машина Дубинса является предельным случаем задачи «шофера-убийцы» [5] при скорости убегающего равной нулю. При этом считаем, что значение угла скорости на правом конце не фиксировано. Аналитическое решение этой задачи можно найти в [5]. В задаче «шофер-убийца» убегающий управляет направлением своей скорости, т.е. совершает простые движения. Если обязать убегающего двигаться по траекториям ограниченного радиуса кривизны, то получится задача преследования-уклонения с ограниченной маневренностью [2]. Аналитические результаты для такой задачи есть лишь для отдельных областей параметров.
Задача «атакующий-цель-защитник» неформально формулируется так: атакующий пытается догнать цель и не попасться защитнику; защитник пытается догнать атакующего; цель пытается убежать от атакующего. Случай простых движений и равенства скоростей атакующего и защитника полностью исследован в [4, 6].
В данной работе исследуется случай движения ограниченной маневренности в задаче «атакующий-цель-защитник». В некотором смысле этот случай является обобщением задачи в простых движениях (предел бесконечной маневренности) и задачи без защитника из [2] (область бесполезности защитника). Подобно [6] в работе исследован только тот случай, когда игра заканчивается тем, что атакующий пойман защитником. В таком случае платежным функционалом для атакующего и коалиции игроков «цель-защитник» выступает расстояние от атакующего до цели в конце игры. Атакующий минимизирует этот функционал, когда его противники пытаются его максимизировать. Терминальное множество определяется совпадением координат защитника и атакующего.
Результаты

Уравнения динамики системы «атакующий-цель-защитник» выписаны в декартовой системе координат. Для получения классификации траекторий, служащих кандидатами в оптимальные траектории игроков, произведен переход в полярную систему координат, связанную с атакующим. С помощью модифицированного принципа максимума Понтрягина – принципа минимакса, получена система дифференциальных уравнений для сопряженных координат. Полученная система проинтегрирована и найдено семь интегралов движения, включающих сопряженные координаты. С помощью этих семи интегралов получено три системы вида
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анализ которых позволяет произвести классификацию траекторий и управлений, которые являются кандидатами на роль оптимальных.
Получено два качественно отличающихся класса траекторий: дуга плюс прямая линия и дуга плюс чередующиеся дуги одинаковой длины. Им отвечают два класса релейных управлений: с одним переключением в ноль и с периодическими переключениями в граничные значения управлений. Если переключения не происходит, то траектории в обоих классах представляют дуги (вырождение классов). Возможен случай, когда начальная дуга имеет нулевую длину, т.е. оптимальное движение является прямой линией. Подобная классификация траекторий встречается в задаче машины Дубинса [1, 3]. Однако качественно ситуация отягчается тем обстоятельством, что количество переключений больше не регулируется принципом минимальности пройденного игроком пути: в задаче машины Дубинса, согласно этому принципу, можно показать, что оптимальная траектория содержит не больше двух точек переключения.
В предположении, что оптимальная траектория принадлежит первому классу, получена задача на экстремум вещественной функции (вместо полярных координат снова используются декартовы, т.к. это существенно упрощает анализ). Оптимизируемыми параметрами в такой задаче служат моменты переключения траектории с дуги на прямую линию. Получена алгебраическая система уравнений для поиска моментов переключения и оптимального времени окончания игры.
Таким образом, вариационная задача понтрягинского типа сведена к задаче на экстремум вещественной функции тем, что оптимальные управления ищутся в однопараметрическом семействе функций. Поиск именно в этом семействе обусловлен произведенной классификацией траекторий, служащих кандидатами в оптимальные, и тем эвристическим соображением, что первый класс траекторий обладает кратчайшей длиной в сравнении со вторым. Утверждение о том, что оптимальная траектория каждого игрока представляет собой кратчайшую линию ограниченной кривизны из начальной точки в конечную, все еще нуждается в доказательстве.
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