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В работе формулируются натуральные исчисления (без доказательств), аксиоматизи-

рующие логику Данна-Белнапа (Efde) и её расширения произвольными одноместными и
двухместными связками. При этом используются идеи, изложенные в [4, 5]. В [4] пред-
ставлены натуральное исчисление для трёхзначной логики LP (K2

3) и метод, позволяющий
получить натуральные исчисления для всех расширений LP. В [5] описан аналогичный
результат для K3 и её расширений.

Пусть x, y, z — истинностные значения; ⋆ и ∘ — произвольные одноместная и двухмест-
ная логические связки, добавляемые к языку исходной логики, а 𝑓⋆ и 𝑓∘ — таблицы истин-
ности, их определяющие; F — строка таблицы истинности вида 𝑓⋆(𝑥) = 𝑦 или 𝑓∘(𝑥, 𝑦) = 𝑧.
Тогда F характеризуется выводимостью Γ ⊢ 𝐴, если F ⇔ Γ |= 𝐴. За счет присоединения
к натуральному исчислению для исходной логики всех выводимостей, характеризующих
добавляемые связки, в качестве правил вывода получается натуральное исчисление для
расширения исходной логики.

Рассмотрим теперь четырёхзначную семантику логики Efde [1, 2, 3]. Алфавит языка ℒ
логики Efde состоит из множества пропозициональных переменных (𝑃𝑟𝑜𝑝), множества ло-
гических связок: отрицания (¬), конъюнкции (∧) и дизъюнкции (∨); а также технических
символов: правой и левой круглых скобок. Определение ℒ-формулы стандартно. Оценкой
𝑣 языка ℒ называем функцию, отображающую множество 𝑃𝑟𝑜𝑝 во множество истинност-
ных значений, а именно: {1, b, n, 0}. Значения упорядочены следующим образом: 0 ⪯ 𝑛, 0
⪯ 𝑏, 𝑛 ⪯ 1, 𝑏 ⪯ 1, а 𝑛 и 𝑏 несравнимы. Множество {1, b} содержит выделенные значения.
С содержательной точки зрения, значение 1 понимается как , 𝑏 — , 𝑛 — , 0 — . Оцен-
ка 𝑣 распространяется на множество 𝐹𝑜𝑟𝑚 всех ℒ-формул в соответствии с таблицами
истинности.

𝑓¬
1 0
b b
n n
0 1

𝑓∧ 1 b n 0
1 1 b n 0
b b b 0 0
n n 0 n 0
0 0 0 0 0

𝑓∨ 1 b n 0
1 1 1 1 1
b 1 b 1 b
n 1 1 n n
0 1 b n 0

Отношение следования определяется следующим образом: Γ |=Efde
𝐴 ⇔ ∀̇𝑣 : ∀̇𝐵

𝐵∈Γ
𝑣(𝐵) ∈

{1, 𝑏} ⇒ 𝑣(𝐴) ∈ {1, 𝑏}. Язык ℒ′ получается за счет расширения языка ℒ некоторым коли-
чеством произвольных одноместных (⋆) и двухместных (∘) связок. На основе ℒ′ получа-
ется логика E⋆∘

fde. Теперь можно сформулировать выводимости, характеризующие строки
таблиц истинности для одноместных связок. Пусть 𝐴 и 𝐵 есть ℒ′-формулы, тогда:

𝑓⋆(0) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 ⇔ ¬𝐴, ⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴, ¬ ⋆ 𝐴 |= 𝐴 ∧ ¬𝐴
n ⇔ ¬𝐴, ⋆𝐴 ∨ ¬ ⋆ 𝐴 |= 𝐴 ∧ ¬𝐴
b ⇔ ¬𝐴 |= (⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴) ∨ (𝐴 ∧ ¬𝐴)
1 ⇔ ¬𝐴, ⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴, ⋆𝐴 |= 𝐴 ∧ ¬𝐴

𝑓⋆(𝑛) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 ⇔ ⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴, ¬ ⋆ 𝐴 |= 𝐴 ∨ ¬𝐴
n ⇔ ⋆𝐴 ∨ ¬ ⋆ 𝐴 |= 𝐴 ∨ ¬𝐴
b ⇔ |= (⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴) ∨ (𝐴 ∨ ¬𝐴)
1 ⇔ ⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴, ⋆𝐴 |= 𝐴 ∨ ¬𝐴
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𝑓⋆(𝑏) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 ⇔ 𝐴 ∧ ¬𝐴, ⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴, ¬ ⋆ 𝐴 |= 𝐵
n ⇔ 𝐴 ∧ ¬𝐴, ⋆𝐴 ∨ ¬ ⋆ 𝐴 |= 𝐵
b ⇔ 𝐴 ∧ ¬𝐴 |= ⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴
1 ⇔ 𝐴 ∧ ¬𝐴, ⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴, ⋆𝐴 |= 𝐵

𝑓⋆(1) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 ⇔ 𝐴, ⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴, ¬ ⋆ 𝐴 |= 𝐴 ∧ ¬𝐴
n ⇔ 𝐴, ⋆𝐴 ∨ ¬ ⋆ 𝐴 |= 𝐴 ∧ ¬𝐴
b ⇔ 𝐴 |= (⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴) ∨ (𝐴 ∧ ¬𝐴)
1 ⇔ 𝐴, ⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴, ⋆𝐴 |= 𝐴 ∧ ¬𝐴

Выводимости для двухместных связок здесь не приводим — их нетрудно сформулировать
по аналогии одноместными. Натуральное исчисление для E⋆∘

fde выглядит следующим об-
разом (𝐴, 𝐵 и 𝐶 есть ℒ′-формулы, [𝐴]+ — допущение; двойное подчеркивание означает,
что правила могут применяться в обе стороны):

(¬¬)
𝐴

¬¬𝐴
(𝐷)

𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶)

(𝐴 ∧𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶)
(∨𝐼1)

𝐴

𝐴 ∨𝐵
(∨𝐼2)

𝐵

𝐴 ∨𝐵

(∨𝐸)
[𝐴]+1 [𝐵]+2

𝐴 ∨𝐵, 𝐶, 𝐶
𝐶

(∧𝐼)

[𝐴]+ [𝐴]+

𝐵, 𝐶
[𝐴]+

𝐵 ∧ 𝐶

(∧𝐸1)
𝐴 ∧𝐵

𝐴
(∧𝐸2)

𝐴 ∧𝐵

𝐵
(𝐷𝑒𝑀1)

¬𝐴 ∧ ¬𝐵
¬(𝐴 ∨𝐵)

(𝐷𝑒𝑀2)
¬𝐴 ∨ ¬𝐵
¬(𝐴 ∧𝐵)

Эти правила вывода аксиоматизируют логику Efde (их можно найти в [3]), а потому яв-
ляются неотъемлемой частью любого её расширения. Для связок ⋆ и ∘ правила вывода
будут выглядеть следующим образом:

ℛ⋆(𝑥, 𝑦)
𝐴1, ... , 𝐴𝑛

𝐵
ℛ∘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐴1, ... , 𝐴𝑚

𝐵
Правило ℛ⋆(𝑥, 𝑦) характеризует строку 𝑓⋆(𝑥) = 𝑦 таблицы истинности 𝑓⋆, а правило
ℛ∘(𝑥, 𝑦, 𝑧) строку 𝑓∘(𝑥, 𝑦) = 𝑧 таблицы истинности 𝑓∘. При этом для каждой связки ⋆
нужно 4 правила вида ℛ⋆(𝑥, 𝑦), а для ∘ — 16 правил вида ℛ∘(𝑥, 𝑦, 𝑧). Например, строке
𝑓⋆(0) = 0 таблицы истинности 𝑓⋆ соответствует правило ℛ⋆(0, 0):

ℛ⋆(0, 0)
¬𝐴, ⋆𝐴 ∧ ¬ ⋆ 𝐴,¬ ⋆ 𝐴

𝐴 ∧ ¬𝐴
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