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Явление резонанса представляет большой практический интерес для многих научных

и производственных областей. Проводимое исследование ориентировано на разработку
эффективных методов анализа резонансных явлений в структурно-неоднородных матери-
алах.

Общая постановка. Процесс распространения упругих волн бесконечно малой ам-
плитуды в дискретных механических системах можно описать с помощью системы диф-
ференциальных уравнений

𝐴𝑈̈ + 𝐵𝑈 = 𝐹, (1)

где 𝐴 – симметричная положительно определенная матрица обобщенных масс, 𝑈 – вектор
обобщенных координат, 𝐵 – симметричная неотрицательно определенная матрица, 𝐹 –
вектор внешних сил. Для системы (1) верно уравнение 𝐸̇ = 𝐹𝑈̇ , характеризующее изме-
нение полной энергии: 𝐸 = (𝑈̇𝐴𝑈̇ + 𝑈𝐵𝑈)/2. В случае, если вектор внешних сил зависит
от времени периодически с частотой 𝜔 (𝐹 = 𝐹 e𝑖𝜔𝑡), то периодическим будет и вектор
обобщенных координат 𝑈 = 𝑈̂e𝑖𝜔𝑡, при этом (𝐵 − 𝜔2𝐴)𝑈̂ = 𝐹 . Исключением являются
только резонансные частоты, для которых нарушается условие периодичности 𝑈 . Квад-
раты частот 𝜔2 = 𝜆 являются корнями характеристического уравнения det(𝐵 − 𝜆𝐴) = 0.
Для нерезонансных частот 𝑈̂ = −𝑅(𝜔2)𝐴−1𝐹 , где 𝑅(𝜆) = (𝜆𝐸 − 𝐴−1𝐵)−1 – резольвента,
𝐸 – единичная матрица. Для исследования поведения системы в окрестности собствен-
ных частот строится спектральный портрет матрицы 𝐴−1𝐵 [3], отображающий изменение
вектора 𝑈̂ в окрестности резонансных частот.

Исследованы случаи продольных и вращательно-поперечных колебаний. В обоих слу-
чаях рассмотрена линейная дискретная цепочка из 𝑛 материальных точек массы𝑚, соеди-
ненных между собой пружинами жесткости 𝑘. Расстояние между материальными точками
равно ℎ, длина цепочки в целом 𝑙 = (𝑛− 1)ℎ.

Продольные колебания. В данном случае к массам цепочки в продольном направ-
лении приложены возмущающие силы 𝑃𝑗, в результате которых массы получают пере-
мещения 𝑢𝑗, зависящие от времени. Уравнения движения в форме Лагранжа принимают
вид
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Здесь 𝐿 = 𝑇 − Π – функция действия, 𝑇 – кинетическая энергия, Π – потенциальная
энергия цепочки. Данные уравнения приводятся к системе (1), решаемой аналитически
[2]. Система уравнений для собственных векторов автоматически выполняется, если
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𝑛
, (𝑠 = 0, ..., 𝑛− 1).

Показано, что при увеличении числа элементов в линейной цепочке резонансные частоты
стремятся к собственным частотам продольных колебаний однородного упругого стержня
с граничными условиями, соответствующими способу закрепления концов цепочки [1].

1



Конференция «Ломоносов 2015»

Вращательно-поперечные колебания. Пусть на элементы цепочки действуют по-
перечные силы 𝑄𝑗 и вращательные моменты 𝑅𝑗, в результате чего элементы поворачива-
ются на малые углы 𝜙𝑗 и получают в поперечном направлении малые перемещения 𝑢𝑗.
Представим граничные условия в виде

𝑢1 + 𝑢0 = 0, 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛 = 0, 𝜙1 − 𝜙0 = 0, 𝜙𝑛+1 − 𝜙𝑛 = 0 (2)

после введения в цепочку двух дополнительных элементов с индексами 𝑗 = 0 и 𝑗 = 𝑛 + 1.
Уравнения Лагранжа принимают следующий вид:
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(3)

Уравнения (3) также можно представить в виде системы (1). Подстановка в однородные
уравнения выражений (𝑠 = 1, ..., 𝑛)

𝑢𝑗 = 𝑢̂ e𝑖𝜔𝑡 sin

(︂
𝑗 − 1

2

)︂
𝛼, 𝜙𝑗 = 𝜙 e𝑖𝜔𝑡 cos

(︂
𝑗 − 1

2

)︂
𝛼, 𝛼 =

𝜋𝑠

𝑛 + 1

приводит к системе линейных уравнений для амплитуд 𝑢̂ и 𝜙. Условие равенства нулю
определителя системы позволяет получить биквадратное уравнение для определения соб-
ственных частот цепочки, причем найденные частоты при естественных ограничениях на
параметры цепочки всегда действительные и различные для разных 𝑠. Устремляя 𝑙 → ∞,
можно установить, что 𝜔0 =

√︀
𝑎/𝐽 . Это единственная собственная частота в бесконечной

цепочке, которая связана с вращательным движением элементов. Других резонансных
частот нет.

На рис. 1 изображен спектральный портрет. По размеру пятен на этом рисунке можно
судить о том, что при приближении к частоте 𝜔0 амплитуды колебаний нарастают при-
мерно в такой же степени, как и при приближении к остальным резонансным частотам.

Уравнения (3) в пределе для бесконечной цепочки длины 𝑙 переходят в одномерные
дифференциальные уравнения континуума Коссера:

𝜌0𝑢̈ = 𝑎0(𝑢𝑥𝑥 − 𝜙𝑥) + 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝐽0𝜙 = 𝑎0(𝑢𝑥 − 𝜙) + 𝑏0𝜙𝑥𝑥 + 𝑟(𝑥, 𝑡) (4)

с граничными условиями 𝑢(0) = 𝑢(𝑙) = 0, 𝜙𝑥(0) = 𝜙𝑥(𝑙) = 0. Коэффициенты уравнений пе-
ресчитываются через механические параметры дискретной модели из соображений сохра-
нения полной массы и суммарного момента инерции, а собственные частоты континуума
вычисляются по формулам, которые могут быть получены предельным переходом в фор-
мулах для частот собственных колебаний конечной цепочки. Резонансные свойства кон-
тинуума Коссера на основе моделей пространственного напряженно–деформированного
состояния изучались в монографии [4]. Установлено, что в моментной среде существу-
ет резонансная частота, связанная с вращательным движением частиц, не зависящая от
размеров области и от типа граничных условий на ее границе.
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Иллюстрации

Рис. 1. Спектральный портрет матрицы, n = 9

3


