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Настоящая работа посвящена определенным вопросам нетеровости и инвариантности

индекса линейного ограниченного оператора на паре вложенных банаховых простанств и
на шкале. В связи с этими вопросами исследуются полуэллиптические операторы, а также
общие линейные ограниченные операторы.

Определение 1. Ограниченный линейный оператор 𝐴, действующий из банахова про-
странства 𝑋 в банахово пространство 𝑌 , называется нетеровым, если выполняются сле-
дующие условия:

1) ядро оператора 𝐴 является конечномерным (𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟𝐴 < ∞);

2) коядро оператора 𝐴 конечномерно (𝑑𝑖𝑚𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟𝐴 = 𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚𝐼𝑚𝐴 = 𝑑𝑖𝑚𝑌/𝐼𝑚𝐴 < ∞);

3) область значений оператора 𝐴 замкнута
(︀
𝐼𝑚𝐴 = 𝐼𝑚𝐴

)︀
.

Разность между размерностью ядра и коядра называется индексом оператора.
Нетеровость операторов, значение и свойства индекса имеют важное значение для та-

ких вопросов как существование и единственность решения, определение условий разре-
шимости операторного уравнения, спектральные свойства операторов [5]. В работе при
изучении инвариантности индекса на паре непрерывно плотно вложенных банаховых про-
странств полученo необходимое и достаточное условие равенства индекса в этих простран-
ствах, а также достаточное условие для интерполяции нетеровости. Приведены примеры,
демонстрирующие существенность этих условий. Эти условия, полученные для общих ли-
нейных операторов, применяются при исследовании нетеровости и инвариантности индек-
са для эллиптических, полуэллиптических операторов. Интерес к этим операторам связан
с их многочисленными применениями в решении задач физики, химии, экономики и дру-
гих областей.

Для эллиптических операторов доказана нетеровость в гладких компактных многооб-
разиях с краем и без края [1], получена формула для индекса в топологических терминах
[6]. В работе [1], как следствие, получена инвариантность индекса на шкале пространств
Соболева, определенных на компактном многообразии.

Для полуэллиптических операторов раннее были получены следующие основные ре-
зультаты. Описан класс полуэллиптических операторов с постоянными коэффициентами
в 𝑅𝑛 [2,3], получена нетеровость для одного класса полуэллиптических операторов с пе-
ременными коэффициентами в весовых пространствах Соболева [4].

Пусть

𝑃 (𝑥,𝐷) =
∑︁

(𝛼:𝜈)≤𝑠

𝑎𝛼(𝑥)𝐷𝛼

где 𝛼, 𝜈 ∈ 𝑍𝑛
+, 𝜈 ̸= 0, (𝛼 : 𝜈) = 𝛼1

𝜈1
+ ... + 𝛼𝑛

𝜈𝑛
, 𝑠 ∈ 𝑁, 𝐷𝛼 = 𝐷𝛼1

1 ...𝐷𝛼𝑛
𝑛 , 𝐷𝑘 = 𝑖 𝜕

𝜕𝑥𝑘
,

𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2, 𝑎𝛼(𝑥) бесконечно дифференцируемы и ограниченные вместе
со всеми производными на всем пространстве, а
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𝑃𝑠(𝑥,𝐷) =
∑︁

(𝛼:𝜈)=𝑠

𝑎𝛼(𝑥)𝐷𝛼

называется главной частью дифференциального выражения 𝑃 (𝑥,𝐷).
Через

𝜎𝑠(𝑥) =
∑︁

(𝛼:𝜈)=𝑠

𝑎𝛼(𝑥)𝜉𝛼

обозначим символ главной части 𝑃 (𝑥,𝐷).
Для 𝑘 ∈ 𝑅, 𝜈 ∈ 𝑍𝑛

+, через 𝐻𝑘
𝜈 (𝑅𝑛) обозначим

𝐻𝑘
𝜈 (𝑅𝑛) ≡ {𝑢 ∈ 𝑆

′ :𝑢̂ - функция,‖𝑢‖𝑘,𝜈(𝑅𝑛) =(
∫︀
𝑅𝑛 |𝑢̂(𝜉)|2(1 + |𝜉|𝜈)2𝑘𝑑𝜉)1/2 < ∞},

где |𝜉|𝜈 = (
∑︀𝑛

𝑖=1 |𝜉𝑖|2𝜈𝑖)1/2, 𝑆
′ - пространство обобщенных функций медленного роста, 𝑢̂ -

преобразование Фурье функции 𝑢.
Пусть Ω ⊂ 𝑅𝑛 некоторая область. Обозначим через 𝐻̇𝑘

𝜈 (Ω) пополнение 𝐶∞
0 (Ω) по норме

𝐻𝑘
𝜈 (𝑅𝑛) .
Определение 2. Скажем, что 𝑃 (𝑥,𝐷) полуэллиптический в точке 𝑥 = 𝑥0, если

𝜎𝑠 (𝑥0, 𝜉) ̸=0,∀𝜉∈𝑅𝑛, |𝜉| ≠0.
Определение 3. Скажем, что 𝑃 (𝑥,𝐷) равномерно полуэллиптический в области Ω,

если существует такая положительная постоянная 𝐶, что
|𝜎𝑠 (𝑥, 𝜉)| ≥𝐶 |𝜉|𝑠𝜈 , ∀𝑥∈Ω,∀𝜉∈𝑅𝑛.

Для 𝑃 (𝑥,𝐷) сделаем следующие обозначения:
∆ (𝑃 ) = max

(𝛼:𝜈)=𝑠
sup
𝑥∈𝑅𝑛

|𝑎𝛼 (𝑥) − 𝑎𝛼 (0)| , 𝛿 = inf
|𝜉|𝑠𝜈=1

|𝜎𝑠 (0, 𝜉)|.

В работе доказана следующая теорема о достаточном условии инвариантности индекса
и сохранении нетеровости:

Теорема 1. Пусть 𝑃 (𝑥,𝐷) : 𝐻𝑘+𝑠
𝜈 (𝑅𝑛) → 𝐻𝑘

𝜈 (𝑅𝑛) полуэллиптический в точке 𝑥 = 0,
𝑘0 некоторое положительное фиксированное число и существует такое положительное чис-
ло 𝜀0, зависящее от 𝑘0 и 𝛿, что ∆ (𝑃 ) < 𝜀0 . Tогда для произвольных 𝑘1 и 𝑘2, таких, что
𝑘1, 𝑘2∈ [0, 𝑘0) и 𝑘1 < 𝑘2 имеет место:

если 𝑃 (𝑥,𝐷) : 𝐻𝑘1+𝑠
𝜈 (𝑅𝑛) → 𝐻𝑘1

𝜈 (𝑅𝑛) нетеровый, то 𝑃 (𝑥,𝐷) : 𝐻𝑘2+𝑠
𝜈 (𝑅𝑛) → 𝐻𝑘2

𝜈 (𝑅𝑛)
также нетеровый, причем ind𝑘1 (𝑃 ) = ind𝑘2 (𝑃 ).

Для равномерно полуэллиптического оператора доказана
Теорема 2. Пусть 𝑃 (𝑥,𝐷) : 𝐻̇𝑘+𝑠

𝜈 (Ω) → 𝐻̇𝑘
𝜈 (Ω) равномерно полуэллиптический опе-

ратор. Если оператор 𝑃 (𝑥,𝐷) : 𝐻̇𝑘1+𝑠
𝜈 (Ω) → 𝐻̇𝑘1

𝜈 (Ω) является нетеровым для некоторого
значения 𝑘1, то оператор 𝑃 (𝑥,𝐷) : 𝐻̇𝑘+𝑠

𝜈 (Ω) → 𝐻̇𝑘
𝜈 (Ω) будет нетеровым для произвольного

𝑘, причем ind𝑘 (𝑃 ) не зависит от 𝑘.
Если Ω ограниченная область, то имеет место
Теорема 3. Пусть 𝑃 (𝑥,𝐷) : 𝐻̇𝑘+𝑠

𝜈 (Ω) → 𝐻̇𝑘
𝜈 (Ω) равномерно полуэллиптический опе-

ратор. Оператор 𝑃 (𝑥,𝐷) : 𝐻̇𝑘+𝑠
𝜈 (Ω) → 𝐻̇𝑘

𝜈 (Ω) является нетеровым при произвольном
значении 𝑘, причем ind𝑘 (𝑃 ) не зависит от 𝑘.
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