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В работе изучаются схемы из функциональных элементов [1], реализующие линейные
булевы функции (однородную линейную функцию 𝑙𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1⊕. . .⊕𝑥𝑛 и неоднород-
ную линейную функцию 𝑙𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1⊕. . .⊕𝑥𝑛⊕1). Сложность реализации линейных
функций схемами (определяемая как минимальное количество функциональных элемен-
тов, достаточное для реализации функции 𝑓 схемой в заданном базисе 𝐵 и обозначаемая
как 𝐿𝐵(𝑓)) известна для многих базисов, состоящих из элементов с не более, чем двумя
входами. Например, в работе [2] доказано, что 𝐿{𝑥&𝑦,𝑥∨𝑦,𝑥}(𝑙𝑛) = 𝐿{𝑥&𝑦,𝑥∨𝑦,𝑥}(𝑙𝑛) = 4𝑛− 4, а
из результатов работ [3] и [4] следует, что 𝐿{𝑥|𝑦}(𝑙𝑛) = 4𝑛− 4 и 𝐿{𝑥|𝑦}(𝑙𝑛) = 4𝑛− 3 (здесь 𝑥|𝑦
обозначает функцию штрих Шеффера, определяемую как 𝑥|𝑦 = 𝑥&𝑦). Сложность линей-
ных функций известна также для базиса 𝑈2, состоящего из всех элементов, реализующих
нелинейные функции, существенно зависящие от двух переменных. В работе [5] доказано,
что 𝐿𝑈2(𝑙𝑛) = 𝐿𝑈2(𝑙𝑛) = 3𝑛− 3.Для некоторых базисов известна структура минимальных схем. Так, в работе [6] пока-
зано, что все минимальные схемы, реализующие 𝑙𝑛 или 𝑙𝑛 в базисе {𝑥&𝑦, 𝑥∨ 𝑦, 𝑥}, состоят
из 𝑛− 1 четырехэлементого блока, каждый из которых реализует линейную функцию от
двух переменных. В работе [4] аналогичный факт доказан для схем, реализующих одно-
родные линейные функции в базисе {𝑥|𝑦}.Сложность реализации линейных функций известна и для некоторых базисов, содержа-
щих многовходовые элементы. Один из первых результатов в этом направлении получен
в работе [7]. В этой работе рассматриваются минимальные схемы, реализующие линей-
ные функции в базисе 𝑁𝑂𝑅, состоящем из всех элементов, реализующих функции вида
𝑥1 ∨ . . . ∨ 𝑥𝑘 (𝑘 ∈ {2, 3, . . .}). Доказано, что 𝐿𝑁𝑂𝑅(𝑙2) = 5, 𝐿𝑁𝑂𝑅(𝑙2) = 4, а при 𝑛 ≥ 3 вер-
но, что 𝐿𝑁𝑂𝑅(𝑙𝑛) = 𝐿𝑁𝑂𝑅(𝑙𝑛) = 3𝑛 − 2. По соображениям двойственности этот результат
переносится на базис 𝑁𝐴𝑁𝐷, состоящий из всех элементов, реализующих функции вида
𝑥1& . . .&𝑥𝑘 (𝑘 ∈ {2, 3, . . .}): при 𝑛 ≥ 3 верно, что 𝐿𝑁𝐴𝑁𝐷(𝑙𝑛) = 𝐿𝑁𝐴𝑁𝐷(𝑙𝑛) = 3𝑛− 2.В работе [8] исследуются схемы, реализующие линейные функции в различных базисах
из многовходовых элементов. Для базиса 𝑇 , состоящего из всех элементов, реализующих
пороговые булевы функции, доказано, что 𝐿𝑇 (𝑙𝑛) = 𝐿𝑇 (𝑙𝑛) = ⌈log(𝑛 + 1)⌉. Также в рабо-
те [8] рассматриваются схемы, реализующие линейные функции в базисе 𝑈∞. Базис 𝑈∞
состоит из всех элементов, реализующих функции вида (𝑥𝜎1

1 & . . . &𝑥𝜎𝑘
𝑘 )𝛽, где 𝑘 ∈ {2, 3, . . .},

а 𝜎1, . . . , 𝜎𝑘, 𝛽 ∈ {0, 1}. Этот базис является естественным обобщением базиса 𝑈2. В рабо-
те [8] доказано, что 2𝑛 − 1 ≤ 𝐿𝑈∞(𝑙𝑛) ≤ ⌈(5𝑛 − 4)/2⌉ и 2𝑛 − 1 ≤ 𝐿𝑈∞(𝑙𝑛) ≤ ⌈(5𝑛 − 4)/2⌉.
Настоящая работа посвящена улучшению двух последних оценок. Основным результатом
работы является следующая
Теорема 1. При 𝑛 ≥ 2 верно, что

𝐿𝑈∞(𝑙𝑛) ≤
⌊︂
7𝑛− 4

3

⌋︂
, 𝐿𝑈∞(𝑙𝑛) ≤

⌊︂
7𝑛− 4

3

⌋︂
Для доказательства теоремы построена последовательность схем в базисе 𝑈∞; 𝑛-ая

схема последовательности реализует 𝑙𝑛 со сложностью
⌊︀
7𝑛−4

3

⌋︀
. На рисунке изображена по-

строенная схема для 𝑙6 (𝑛 = 6 это наименьшее 𝑛 для которого оценка доказанной теоремы
лучше верхней оценки работы [8]). Все элементы на рисунке — конъюнкторы, кружок у
входа элемента означает, что на вход навешено отрицание.При помощи перебора схем на
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компьютере проверено, что построенные схемы минимальны при 𝑛 = 2, 3, 4, 5, 6. Автор
предполагает, что построенные схемы минимальны для всех 𝑛.
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